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A Classical Perturbation Theory 
The notion of "neighbouring problems" is transfered from Quantum to Classical Mechanics 

and is used to develop a classical perturbation theory which is similar so far to the theory of Schr/Sdinger. 

Der Schr6dingerschen St6rungstheorie der Quantenmechanik liegt die Vor- 
stellung yon ,,benachbarten" Problemen zugrunde. Wit fibertragen diese Vor- 
stellung in die klassische Mechanik und entwickeln eine klassische St6rungs- 
theorie, die insoweit der St~rungstheorie yon Schr6dinger iihnlich ist. Dabei gehen 
wit unmittelbar vom Hamiltonschen Prinzip aus. Unser Ergebnis bietet bei der 
Anwendung Vorteile gegeniiber bekannten klassischen N~iherungsverfahren. 

Wit betrachten ein System mit einem Freiheitsgrad. Die Koordinate be- 
zeichnen wir mit q. Ableitungen nach der Zeit werden durch Punktierung an- 
gegeben. Die Lagrangefunktion des Systems soll yon einem Parameter a ab- 
h~ingen. Sie m6ge folgende Form haben: 

L(cl, q; a) = ~ aiLi(~l, q). (1) 
i=0 

q - q ( t ;  a) sei die L6sungsfunktion des Hamiltonschen Extremalproblems 

2 
6 ~ L(il, q) dt = 0. (2) 

1 

Die Ziffern 1 und 2 an den Grenzen des Integrals sollen andeuten, dab zu den 
festen Zeitpunkten t 1 und t2(>ta) die Werte der zu variierenden Funktion 
q = q(t; a) lest vorgegeben sind. 

Aus den Voraussetzungen folgt, dab die Funktion 

qo(t) = q(t; 0) (3) 

die L6sungsfunktion des Extremalproblems 
2 

6 S Lo((t, q) dt (4) 
ist. 

* Der Wiener chemisch-physikalischen Gesellschaft und dem Andenken an ihr Mitglied 
Erwin Schr6dinger gewidmet. 
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Wir nehmen an, dab die Funktion q = q (t; a) an der Stelle ~r = 0 nach Potenzen 
yon a entwickelt werden kann: 

q( t ;a)= ~ aJqj(t). (5) 
j=O 

Das erste Glied dieser Reihe ist qo =qo(t). Da q(t; a) ffir alle Werte yon a den 
durch 1 und 2 bezeichneten Grenzbedingungen genfigt und da auch qo(t) als 
L6sungsfunktion des Extremalproblems (4) diesen Bedingungen genfigt, haben die 
Funktionen qj(t) mit j > 0 die Eigenschaft 

qj(tl) = qj(t2) = 0 ,  j > 0 .  (6) 

Ffir das Weitere setzen wir voraus, dab das Extremalproblem (4) gel6st, 
die Funktion q 0 = q o (t) also bekannt ist. Wir wollen nun das Extremalproblem (2) 
16sen, oder mit anderen Worten die Funktionen qj(t); j :  1,2 . . . .  bestimmen. 

D a z u  machen wir den Ansatz 
oo 

q(t; a) = qo(t) + ~ '  aJ qj(t) . (7) 
j = l  

Der Strich am Summenzeichen soll darauf aufmerksam machen, dab die Summa- 
tion hier mit j = 1 beginnt. Zur Vermeidung von MiBverst~indnissen weisen wir 
auBerdem darauf hin, dab die qs(t),j > 0 Funktionen sind, die nach dem Eintragen 
des Ansatzes (7) in das Variationsproblem (2) zu variieren sein werden. 

Zuniichst tragen wir den Ansatz (7) in Li(q, q) ein und erhalten: 

Ffir die Entwicklung yon Mi(a ) nach Potenzen von o- 

6 o -~ ( a ~M, / 
M,(a) = (9) 

k=O 

berechnen wir unter Verwendung der Regeln zur Differentiation mitteibarer 
Funktionen 

( M , ) ~  = o = (L , )~  = ~o 
q=qo 

da /~=o \ ~0 /~=ao \-~q/4=~ oql 
q=qo q = g o  

( dMi ~ _ ( 3L, I " [[ ~2L' ~ " [ O2L , ~ ] . (10) 

f /  OZ Li ] . / 02 Li ] ] 

+ t ~q/L_--Lo . : .o  " "L-=~ ~ J 

Ein allgemeiner Ausdruck ffir (dkMi/do "k) o--= 0 lll3t sich nicht angeben, da es ffir 
h6here Differentialquotienten mittelbarer Funktionen kein allgemeines Bildungs- 
gesetz gibt. 



Eine klassische SffSrungstheorie 187 

Wenn man, wie durch die Indizierung angegeben, in die Differentialquotienten 
yon L i fiir q und q die Funktionen qo = qo(t) und qo = qo(t) einsetzt, entstehen 
explizite Funktionen der Zeit, die wir durch das Symbol 

F~ = F~'S(t) = \ ~90' 0q ~/4=4o (11) 
q=qo 

bezeichnen wollen. Die Gln. (10) vereinfachen sich dann zu: 

(M/)r = o = F  ~176 

( d~-Mi / = F~~ + Fire q, 
da /~=o 

(12) ( d2Mi] =Fr +Fr  h 
de 2 ]o=o 

+ Fro" 2q2 + {F~ 1 01 + F~ ql} ql .  

Durch Einsetzen dieser Ausdriicke in (9) erhalten wir 

M~(~)=F oo 

-t- o ' [ t l ~  ql  q- t ~ q l ]  

q- 0"2 [F/1 ~ 02 q- F~ q2 (13) 
1 20 '2 NO2 +~{F, q~ + q~}+Fr 

Mit (8) und (1) ergibt sich schlieBlich 

L = F  O~ 

+ ~ [ v  ~176 + V~~ q~ + F~ q~] 

+ ~ [ F  ~176 + F~~ + V~ q~ 

F1~ ill + F~ ql 
~ , ~ o  ~ + fOZ q~} + f~o ~ +~t"  o ql ghql] 

.A[- , . .  

= A(ql, ql, 02, q2, . . . ) .  

(14) 

Wenn man nun diesen Ausdruck in (2) eintr~igt, erscheint das Variationsproblem 
in der neuen Gestalt 

2 
~ A(gh, ql, 02, q2,...) dt = O. 
1 

(15) 

Es gibt jetzt nicht eine zu variierende Funktion q, sondern eine ganze Folge von 
solchen, n/imlich die Funktionen ql, qz, ..-. Da wir nach (6) schon wissen, dab 
die L6sungsfunktionen ql, q2, ... des Problems bei tl und t2 alle jeweils die Werte 
Null haben, sind das die Bedingungen fiir die Funktionen q~, q2 . . . . .  unter denen 
das Extremalproblem (15) zu 15sen ist. 
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Die zu (15) gquivalenten Eulerschen Gleichungen lauten 

d c3A c~A 
dt c~gjj c~q2 

= 0 ;  j : l , 2  . . . . .  (16) 

Aus (14) folgt f i ir j  = 1 

d 8A ~A 

dt ~. ql ~?ql 
---- Erg o _ Fo ] 

+ a 2 [Fg~ 01 + F02 ~ ql + (t6g 1 - F~ t + (16~ ~ - F01)] (17) 

+ . . . .  0. 

Da die qj(t) nicht von ~r abhiingen, miissen die Koeffizienten aller a-Potenzen 
einzeln gleich Null sein, wenn diese Gleichung erffillt sein soll. 

Die erste so erhaltene Gleichung, n/imlich 

Fo 1~ - F o  m = 0  (18) 

liefert nichts Neues. Sie bringt zum Ausdruck, dab die Funktion qo = qo(t) L6sung 
der Eulerschen Gleichung 

d 8Lo ~Lo 
= 0  (19) 

dt ~gl ~q 

des Extremalproblems (4) ist. 
Dagegen ist die zweite aus (17) zu erhaltende Gleichung die bestimmende 

Differentialgleichung ftir die bei kleinem cr wichtigste der Funktionen ~/j, n~imlich 
fiir ql. Sie lautet: 

i FgOgh+f '3OOl+(-F~o~-FOZ)q~+(~' t~ [ (20) 

ql ist diejenige L6sung dieser Differentialgleichung, die fiir tl und t2.jeweils den 
Wert Null annimmt. 

Unsere Differentialgleichung fiir qx hat den Vorzug linear zu sein. 
Wir nennen q eine natiirliche Koordinate, wenn ffir die Lagrangefunktion 

m . 2  L(q, q) = ~ -  q - Vo(q) - cr Vl(q) - a 2 V2(q) . . . .  (21) 

gilt. Dann ist nach (11) 

F 2 ~  Fo2~ / ~ * = 0 ,  F ~ ~  (22) 

und (20) vereinfacht sich zu 

mgh - F~ ql = Fm " I (23) 

Eine weitere Vereinfachung tritt ein, wenn die Lagrangefunktion des ,,un- 
gest6rten" Systems 

m 02 (24) Lo(q,  q) = - 2  - Vo(q) 
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den Fall  der Bewegung unter  dem EinfluB einer kons tan ten  Kraf t  beschreibt,  
wenn also 

Vo(q)  = A + B q  (25) 

ist. D a n n  ist Fg 2 = 0 und die G1. (23) lautet  nun  

m / ) l =  F ~  . (26) 

Wir  behandeln  als B e i s p i e l  ftir die Anwendung  der Me thode  den Fall  

171 "2  

L o  = - - f  q - m g q  (27) 

L 1 = _ m q  2 . 

Es soil q = 0 sein fiir t = - z und fiir t = z. Diesen Bedingungen genfigt die L6sung 
des ungest6r ten P rob lems  

g (z2 
qo = 5 - "  - t2) (28) 

In unserem Fall  ist F ~  - 2 m q o .  Die G1. (26) lautet  also 

711 = g (  t2 - z2) �9 (29) 

Ihre  al lgemeine L6sung  wird durch zweimalige In tegra t ion  nach t erhalten. Die 
Anlegung der Bedingungen qt-= 0 fiir t = -  77 und qt- - -0  ftir t = z fiihrt zu der 
speziellen L6sung  

g { 5  4 1 ) 
ql = 5 -  ~ -  77 - 772 t 2 + -6  t 4. . (30) 

Aus (28) und (30) folgt mit  (5) die L6sung  des durch (27) und die Randbed ingungen  
gestellten Prob lems  in der ersten (d. h. bis zu Gl iedern mit  a s gehenden) Nahe rung  zu 

f l  ~ qo + a q l  

g 1 +  tr z 2 - ( 1  + z 2 a ) t 2  + a t  4 
=5- 

Diese Funk t ion  hat  (wie go) ein M a x i m u m  bei t = 0. Der  Funkt ionswer t  ist dor t  

g ( 5 77 2 (32) (qo + a q O  max  = 5 -  1 +  z2a . 

Ftir ~ ~ 0 geht dieser Wer t  in den Wer t  

(qo) max  = 2 z2 (33) 

fiber. I m  iibrigen ist die Funk t ion  (31) ein P o l y n o m  vlerten Grades  in t mi t  nur  
geradzahl igen Potenzen von t. Sie verl~iuft symmetr i sch  zu t = 0. 

Wir  haben  das Beispiel (27) deshalb  gew~ihlt, weil sich das P rob lem mit  der 
Lagrangefunkt ion  

m -2 
L = - -~  q - m o q  - a m q  ~ (34) 
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auch in einfacher Weise vollst~indig 16sen l~iBt. Man bekommt mit den Rand- 
bedingungen q = 0 ffir t = - z  und t = z die L6sungsfunktion 

g 1 / c ~  } 
q = 2- '-a- t cos 1 / ~  z - 1 . (35) 

Auch diese Funktion hat ein Maximum bei t = 0. Der Funktionswert ist dort 

2 a cos V ' ~  z 
(36) 

2 (  5 61 z4a2 ) = l + ~ - C ~ r + - ~ -  + . . .  z 2. 

Der Vergleich mit (32) zeigt die v611ige Ubereinstimmung bis zu Gliedern mit a 1. 
Die Entwicklung der Funktion (35) nach Potenzen von t ergibt 

2 { (  5 2  61 ) q=  1 + ~ - ~  a + - ~ f f  z %  2 z 2 

f 5 42~ 
t ~ 

z2 0.2 \ (37) 

_ _ _ t 6 +  . . . .  

90 

Der Vergleich mit (31) zeigt, dab auch im Funktionsverlauf bis zu Gliedern mit a 1 
v611ige Lrbereinstimmung besteht. 

Wir haben uns in dieser Abhandlung auf die Betrachtung von Systemen mit 
einem Freiheitsgrad beschr~inkt. Das geschah nur deshalb, weil sich so der Grund- 
gedanke unserer klassischen St6rungstheorie und die Durchffihrung dieses Ge- 
dankens besonders tibersichtlich darstellen lieBen. 

Das Verfahren l/iBt sich ffir Systeme mit mehr als einem Freiheitsgrad ohne 
weitere Schwierigkeiten ausdehnen. W~ihrend die L6sung yon Problemen mit 
einem Freiheitsgrad in der Regel sowieso trivial ist, erweist der Grundgedanke 
seinen praktischen Wert tats~ichlich erst bei der Behandlung von Systemen mit 
mehreren Freiheitsgraden. 

Clber die Ausdehnung des Verfahrens und Anwendungen auf molekular- 
physikalische Probleme werden wir demn~ichst berichten. 
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